Zadatci i rješenja by unknown
Redakcija, iz tehnicˇkih razloga, daje ovo
upozorenje:
Krajnji rok za primanje rjesˇenja iz ovog
broja je 31. svibnja 2019. Rjesˇenja (i imena
rjesˇavatelja) bit c´e objavljena u br. 1/277.
Ujedno molimo da pripazite na upute rjesˇa-
vateljima koje su na str. 216.
A) Zadatci iz matematike
3679. Rijesˇi sustav jednadzˇbi
x2 + y2 + x + y = 22
xy = 4.
3680. Na -di sve trojke pozitivnih cijelih














3681. Odredi sva cjelobrojna rjesˇenja x , y ,
z jednadzˇbe
(x− y− 1)3 +(y− z− 2)3 +(z− x+ 3)3 = 18.
3682. Dokazˇi da za pozitivne brojeve a ,









≥ ab + bc + ca.
3683. Odredi sve susjedne proste brojeve p
i q takve da je p2 − pq + q2 , tako -der, prosti
broj. (Prosti brojevi p i q su susjedni ako je
|p− q| = 2.)
3684. Dani su brojevi a1 , . . . , an ∈ [2, 3] .
Dokazˇi nejednakost
loga1(5a2 − 6) + . . . + logan−1(5an − 6)
+ logan(5a1 − 6) ≥ 2n.
3685. Romb ADEF je upisan u trokut ABC
tako da imaju zajednicˇki vrh A i tocˇka E dijeli
stranicu BC na duzˇine cˇije su duljine u omjeru
|EC| : |BE| = 2 : 3. Odredi duljine stranica
trokuta koje imaju zajednicˇki vrh A ako su
duljine dijagonala romba m i n .
3686. U ravnini su dana dva jednakoori-
jentirana kvadrata ABCD i A1B1C1D1 . Neka
su P , Q , R , S polovisˇta duzˇina AA1 , BB1 ,
CC1 , DD1 . Dokazˇi da je PQRS kvadrat.
3687. Dani su jednakostranicˇni trokuti ABC
i BPQ takvi da stranica PQ sadrzˇi vrh C .
Dokazˇi jednakost
|BP|2 = |AB|2 + |PC| · |QC|.
3688. Dane su tocˇke A i B na promjeru
kruzˇnice sa sredisˇtem C , tako da je |CA| =
|CB| = t . Tetiva DE kruzˇnice sadrzˇi tocˇku A .
Dokazˇi da je zbroj kvadrata duljina stranica
trokuta BDE jednak 6R2 + 2t2 , gdje je R
polumjer kruzˇnice.
3689. Ako su a , b , c duljine stranica





















3690. Dokazˇi da za svaki realan broj x
vrijedi jednakost



















= . . . =
x1010
x1010 + 2019
x1 + x2 + . . . + x1010 = 2020.
3692. Neka su ABCD i FGHE nasuprotne
strane kocke i AF je njezin brid duljine
|AF| = 2.
a) Ako su M i N polovisˇta bridova BC i
EF , kolika je povrsˇina cˇetverokuta AMHN .
b) Neka su P i Q polovisˇta od AB i HE .
Pravci AM i CP , te HN i FQ sijeku se
redom u tocˇkama X i Y . Izracˇunaj duljinu
duzˇine XY .
B) Zadatci iz fizike
OSˇ – 450. Strijela mase 120 grama je
izbacˇena iz luka na visini h . Njena je
ukupna energija u trenutku izlijetanja izno-
sila 151.8 dzˇula. Meta se nalazi na visini
2h . Tijekom leta strijela izgubi 20 posto svoje
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kineticˇke energije. Na kojoj se visini nalazi
meta ako je strijela u nju udarila s ukupnom
energijom od 123.6 dzˇula? Koliko je meta
udaljena od strijelca ako strijela po metru
udaljenosti gubi 0.6 dzˇula kineticˇke energije?
OSˇ – 451. Radiovalovi putuju brzinom
3 · 108 m/s . Radiopostaja je od slusˇatelja
udaljena 120 kilometara. Koliko puta brzˇe
do -de signal iz nje do prijemnika nego zvuk
iz njega do uha slusˇatelja koji je od aparata
udaljen 3 metra? Brzina zvuka je 340 m/s .
Na kojoj bi udaljenosti od prijemnika morao
biti slusˇatelj da ta vremena budu jednaka?
OSˇ – 452. Strujni krug se sastoji od 4
jednake zˇarulje i izvora. Jedna je od zˇarulja
spojena serijski na izvor napona, a preostale
tri su spojene u paralelu, ali tako da je u
jednoj grani jedna zˇaruljica, a u drugoj dvije.
Izracˇunaj koliki je napon izvora ako je napon
na jednoj od zˇarulja u grani s dvije zˇarulje 5 V.
OSˇ – 453. Martin ima naocˇale s diver-
gentnom lec´om jakosti 1 dpt. Na kojoj se
udaljenosti od opticˇkog sredisˇta lec´e mora na-
laziti plocˇa da ju Martin kroz svoju lec´u vidi
dvostruko manju nego u stvarnoj velicˇini?
(Zadatke 452 i 453 je poslao Filip Vucˇic´ (8),
OSˇ Trnsko, Zagreb.)
1693. Na tecˇaju ronjenja poducˇava se da
gledanjem pod vodom kroz masku ravnog
stakla predmete vidimo 33 % uvec´ane i 25 %
priblizˇene. Dokazˇi to. Indeks loma vode je
4/3, indeks loma stakla je 1.5, a za zrak iznosi
1.
1694. Ciljana putanja sonde Parker Solar
Probe priblizˇava se do 0.046 a.j. sredisˇtu Sunca
(a.j. = astronomska jedinica = 1.496 ·1011 m) i
udaljava se do 0.73 a.j. od Sunca. Odredi
ophodno vrijeme sonde i brzine kojima se
sonda giba u odnosu na Sunce u krajnjim
tocˇkama putanje.
1695. Matematicˇko njihalo duljine l ima
period njihanja T . Povec´anjem duljine njihala
za 21 %, period njihanja se povec´a za 0.34 s.
Odredi l i T .
1696. Na homogenu kuglu mase 1.9 kg i
radijusa 10 cm djelule moment sile 0.012 Nm
tako da zaustavlja njenu rotaciju. U nekom
trenutku (t = 0) kutna brzina rotacije kugle
iznosi 7.5 rad/s .
a) Odredi vrijeme potrebno da se kugla
zaustavi.
b) Odredi vrijeme potrebno za prvi okret
oko svoje osi.
1697. Kugla mase 1.95 kg udara brzinom
1.1 m/s centralno i elasticˇno u drugu kuglu
koja je dotad mirovala. Nakon sudara se druga
kugla giba trostruko brzˇe od prve, u istom
smjeru. Odredi masu druge kugle. Koliki se
postotak kineticˇke energije prenio na drugu
kuglu?
1698. Balon je napunjen plinom 41 % manje
gustoc´e od zraka. Masa praznog balona je 18
grama, a okolni zrak je gustoc´e 1.2 kg/m3 .
Izracˇunaj volumen balona ako je uzgon tocˇno
jednak tezˇini sklopa. Volumen praznog balona
je zanemariv.
1699. Kolica mase 2.7 kg gibaju se
jednoliko niz kosinu nagiba 25◦ , tako da
snaga sile trenja iznosi 32 W. Kojom se
brzinom gibaju kolica? Koliki je koeficijent
trenja? Koliku visinsku razliku pre -du u 3.5 s
gibanja?
C) Rjesˇenja iz matematike
3651. Rijesˇi sustav linearnih jednadzˇbi
x1 + x2 − 6x3 − 4x4 = 6 (J1)
3x1 − x2 − 6x3 − 4x4 = 2 (J2)
2x1 + 3x2 + 9x3 + 2x4 = 6 (J3)
3x1 + 2x2 + 3x3 + 8x4 = −7 (J4)
Rjesˇenje. Imamo iz (J1) :
x1 = 6− x2 + 6x3 + 4x4. (1)
Uvrsˇtavajuc´i (1) u (J2) , (J3) i (J4) dobivamo
sljedec´i sustav:
−x2 + 3x3 + 2x4 = −4 (2)
x2 + 21x3 + 10x4 = −6 (3)
−x2 + 21x3 + 20x4 = −25. (4)
Zbrajanjem jednadzˇbi (2) i (3), odnosno (3) i
(4) dobivamo:
24x3 + 12x4 = −10
42x3 + 30x4 = −31.
Odavde lako dobivamo x3 =
1
3
i x4 = −32 .
Sada je iz (2) x2 = 2, a iz (1) x1 = 0. Dakle,
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rjesˇenje danog sustava je










Druga gimnazija Sarajevo, Sarajevo, BiH
3652. Na -di sva rjesˇenja jednadzˇbe
(x2 + y)(x + y2) = (x− y)3
u skupu cijelih brojeva razlicˇitih od nule.
Rjesˇenje. Sre -divanjem jednadzˇbi dobivamo
x3 + x2y2 + xy + y3 = x3 − 3x2y + 3xy2 − y3
2y2 + (x2 − 3x)y + 3x2 + x = 0. (∗)
Dobili smo kvadratnu jednadzˇbu po nepozna-
nici y . Racˇunamo njenu diskriminantu:
D = (x2 − 3x)2 − 8(3x2 + x)
= x4 − 6x3 + 9x2 − 24x2 − 8x
= x(x + 1)2(x− 8).
Nasˇa jednadzˇba ima cjelobrojna rjesˇenje ako i
samo ako je diskriminanta potpun kvadrat. U
ovom slucˇaju to znacˇi:
x(x− 8) = k2
=⇒ x2 − 8x = k2
=⇒ x2 − 8x + 16− k2 = 16
=⇒ (x− 4)2 − k2 = 16
=⇒ (x− k− 4)(x + k − 4) = 16.
Moguc´nosti su:
x− k − 4 = 16
x + k− 4 = 1
ﬀ
=⇒ x ∈ Z
x− k − 4 = 1
x + k− 4 = 16
ﬀ
=⇒ x ∈ Z
x− k− 4 = 8
x + k − 4 = 2
ﬀ
=⇒ x = 9
x− k− 4 = 2
x + k − 4 = 8
ﬀ
=⇒ x = 9
x− k − 4 = −16
x + k− 4 = −1
ﬀ
=⇒ x ∈ Z
x− k − 4 = −1
x + k− 4 = −16
ﬀ
=⇒ x ∈ Z
x− k− 4 = −8
x + k − 4 = −2
ﬀ
=⇒ x = −1
x− k− 4 = −2
x + k − 4 = −8
ﬀ
=⇒ x = −1
x− k − 4 = 4
x + k− 4 = 4
ﬀ
=⇒ x = 8
x− k − 4 = −4
x + k− 4 = −4
ﬀ
=⇒ x = 0
Dakle, x ∈ {−1, 8, 9} , pa iz (∗) dobivamo:
(x, y) ∈ {(−1,−1), (8,−10), (9,−6), (9,−21)}.
Oliver Kukas (3),
Gimnazija A. G. Matosˇa, Zabok








broj za svaki prirodan broj n.
Rjesˇenje. Dokaz c´emo provesti matematicˇ-
kom indukcijom.










− 2 ∈ Z.
Neka je n  2.
Pretpostavimo da za sve prirodne brojeve
k  n vrijedi xk + 1
xk
∈ Z .
































Zbog ove ocˇite jednakosti vrijedi tvrdnja
zadatka.
Oliver Kukas (3), Zabok
3654. Ako su a, b, c pozitivni brojevi
takvi da je a + b + c = 3 , dokazˇi nejednakost
a2b + b2c + c2a ≤ a2 + b2 + c2.
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Prvo rjesˇenje. Kako je a + b + c = 3,
postavljena nejednakost je ekvivalentna s
(a+b+c)(a2 +b2 +c2)  3(a2b+b2c+c2a).
Posljednja nejednakost je ekvivalentna redom s
a3 + b3 + c3 + ab2 + bc2 + ca2
 2(ba2 + cb2 + ac2)
⇐⇒ (a3 − ba2) + (b3 − cb2) + (c3 − ac2)
+ (ab2 − ba2) + (bc2 − cb2)
+ (ca2 − ac2)  0
⇐⇒ (a− b)(a2 − ab) + (b− c)(b2 − bc)
+ (c− a)(c2 − ca)  0
⇐⇒ a(a− b)2 + b(b− c)2 + c(c− a)2  0,
sˇto ocˇigledno vrijedi.
Arslan Smajevic´ (2),
Druga gimnazija Sarajevo, Sarajevo, BiH
Drugo rjesˇenje. Za pozitivne brojeve a , b ,
c ocˇito vrijedi:
a(a− b)2 + b(b− c)2 + c(c− a)2  0
⇐⇒ a3 − 2a2b + ab2 + b3 − 2b2c + bc2
+ c3 − 2ac2 + a2c  0
⇐⇒ a3 + ab2 + ac2 + a2b + b3 + bc2
+ a2c + b2c + c3
 3(a2b + b2c + ac2)
⇐⇒ (a2 + b2 + c2)(a + b + c)
 3(a2b + b2c + ac2).
Zbog uvjeta zadatka to je ekvivalentno s
a2 + b2 + c2  a2b + b2c + ac2
sˇto se i trazˇilo.
Oliver Kukas (3), Zabok
3655. Pokazˇi da sve ove tocˇke A(1, 0, 2) ,
B(0, 3,−1) , C(4, 3,−1) , D(5,−2, 4) lezˇe u




AB = −ı + 3j− 3k
−→
AC = 3ı + 3j− 3k
−→
AD = 4ı− 2j + 2k




AB +β−→AC , tada ove cˇetiri tocˇke lezˇe
u istoj ravnini.
4ı − 2j + 2k
= −αı + 3αj− 3αk + 3βı + 3βj− 3βk
= (−a + 3β)ı + (3α + 3β)j− (3α + 3β)k
− α + 3β = 4
3α + 3β = −2
α = −3
2











AC pa tocˇke A , B , C




























|18j + 18k| = 9
√
2
pa je P = P1 + P2 = 15
√
2.
Oliver Kukas (3), Zabok
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Rjesˇenje. Sre -divanjem dobivamo































6t2 − 13t + 6 = 0




































3657. Bez racˇunala odredi vec´i od ova dva
broja 200! i 100200 .
Prvo rjesˇenje. Promatrajmo produkt
200! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · . . . · 98 · 99 · 100 · 101
· . . . · 197 · 198 · 199 · 200.
Imamo sada sljedec´i niz nejednakosti:
2 · 198 = (100 − 98) · (100 + 98)
= 1002 − 982 < 1002
3 · 197 = (100 − 97) · (100 + 97)
= 1002 − 972 < 1002
4 · 196 = (100 − 96) · (100 + 96)
= 1002 − 962 < 1002
. . .
98 · 102 = (100 − 2) · (100 + 2)
= 1002 − 22 < 1002
99 · 101 = (100− 1) · (100 + 1)
= 1002 − 12 < 1002.
Mnozˇec´i ove nejednakosti dobivamo:
2 · 198 · 3 · 197 · . . . · 98 · 102 · 99 · 101
< (1002)98 = 100196.
( ∗ )
Tako -der vrijedi
199 · 1 · 100 · 200 < 1004. ( ∗∗ )
Sada iz (∗) i (∗∗) zakljucˇujemo:
200! < 100196 · 1004 = 100200
sˇto znacˇi da je broj 200! manji od broja
100200 .
Ilhana Agic´ (2),
Druga gimnazija Sarajevo, Sarajevo, BiH
Drugo rjesˇenje. Matematicˇkom indukcijom
c´emo dokazati poopc´enu tvrdnju: Za n  6 ,



















Korak. Dokazˇimo da vrijedi

































































> (n + 1)n! = (n + 1)!
pa je tvrdnja dokazana.
Za n = 200 je 200! < 100200 .
Oliver Kukas (3), Zabok
3658. Pravci na kojima lezˇe nasuprotne
stranice AB, CD i AD, BC konveksnog
cˇetverokuta ABCD sijeku se u tocˇkama E i F ,
tim redom. Na stranicama AB i BC dane su
tocˇke K i L takve da je AD ‖ CK i CD ‖ AL .
Ako vrijedi jednakost
|AE| · |CE|
|DE| · |BE| =
|AF| · |CF|
|BF| · |DF| ,
dokazˇi EF ‖ KL.
Rjesˇenje.













|DE| · |BE| =
|EK| · |CE|



























a odavde zbog obrata Talesovog teorema
dobivamo EF‖KL .
Haris Hodzˇic´ (2),
Druga gimnazija Sarajevo, Sarajevo, BiH
3659. Neka su n i m udaljenosti tocˇaka A
i B trokuta ABC od proizvoljnog pravca kroz
vrh C . Dokazˇi jednakost
a2n2 + b2m2 − 2abnm cos γ = 4P2,
gdje je P povrsˇina trokuta.
Prvo rjesˇenje. Uz oznake kao na slici
imamo n = b sin α1 , m = a sin β1 , α1 + β1 =
α + β , P = 1
2
ab sin γ .
Uvrsˇtavanjem u danu jednakost dobivamo
sin2 α1+sin
2 β1−2 sin α1 sin β1 cos γ = sin2 γ .
Koristit c´emo trigonometrijski identitet
2 sin α sin β = cos(α − β)− cos(α + β),
pa imamo
sin2 α1 + sin
2 β1 − [cos(α1 − β1)
− cos(α1 + β1)] cos γ = sin2 γ
sin2 α1 + sin
2 β1
− cos(α1 − β1)(cos(π − (α1 − β1)))
+ cos(π − γ ) cos γ = sin2 γ
sin2 α1 + sin
2 β1 + cos(α1 − β1) cos(α1 + β1)
− cos2 γ − sin2 γ = 0
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sin2 α1 + sin
2 β1 + cos2 α1 cos2 β1
− sin2 α1 sin2 β1 − 1 = 0
sin2 α1 + sin
2 β1 + (1− sin2 α1)(1− sin2 β1)
− sin2 α1 sin2 β1 − 1 = 0
0 = 0.
Kako je posljednja nejednakost istinita, takva
je i polazna.
Napomena. Ovo je rjesˇenje za slucˇaj kada
dani pravac sijecˇe ABC samo u tocˇki C .
Kada on sijecˇe i stranicu AB , vrijedi ova
jednakost
a2n2 + b2m2 + 2abnm cos γ = 4P2,
kako je to dokazao ucˇenik Alen Hrbat.
Ur.
Drugo rjesˇenje. Imamo:










P = PABC =
ab
2
sin γ . (2)
Kao i

















Na osnovu Stuartovog teorema imamo:
c(|CD|2 + |AD| · |BD|) = a2 · |AD|+ b2 · |BD|.
(4)



















Sada iz (4) zbog (1), (2), (3) i (5) dobivamo
|CD|2 = a
2 · |AD|+ b2 · |BD|
c













· (m + n)2
⇐⇒ 4P2 =











⇐⇒ 4P2 = (a2n + b2m)(m + n)
− mn(a2 + b2 − 2ab cos γ )
⇐⇒ 4P2 = a2n2 + b2m2 + 2abmn cos γ .
Alen Hrbat (2),
Druga gimnazija Sarajevo, Sarajevo, BiH
3660. Nasuprot stranica a, b, c trokuta
su kutovi 55◦ , 15◦ , 110◦ . Dokazˇi jednakost
c2 − a2 = ab.
Prvo rjesˇenje.
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=⇒ x = a
2
c



















=⇒ ab = c2 − a2
sˇto se i trazˇilo.
Oliver Kukas (3), Zabok
Drugo rjesˇenje. Koristec´i poucˇak o sinusima
imamo a = 2R sin 55◦ , b = 2R sin 15◦ ,
c = 2R sin 110◦ , pa imamo:
c2 − a2 = 4R2(sin2 110◦ − sin2 55◦)
= 4R2(sin 110◦ + sin 55◦)(sin 110◦ − sin 55◦)



























= 4R2 sin 55◦ sin 165◦,
te
ab = 2R sin 55◦ · 2R sin 15◦
= 4R2 sin 55◦ sin 15◦,
a kako je
sin 165◦ = sin(180◦ − 15◦) = sin 15◦,
slijedi c2 − a2 = ab .
Hamza Begic´ (4),
Druga gimnazija Sarajevo, Sarajevo, BiH
3661. Dan je jednakokracˇan trokut ABC ,
gdje je |AB| = |AC| i <)A = 45◦ . Tocˇke D i
E su polovisˇta bridova AB i AC . Dokazˇi da
kruzˇnica opisana trokutu ADE dodiruje onu
kojoj je BC promjer.
Rjesˇenje. Oznacˇimo k = |DE| . AP je
dijametar kruzˇnice opisane trokutu ADE .
Iz poucˇka os sinusima dobivamo
|AP| = 2R = k
sin A
=⇒ |AP| = k
√
2.
Kod trokuta ABQ je |BQ| = k i













|PQ| = |AQ| − |AP| = k(
√
2 + 1)− k
√
2 = k.
Dakle, kruzˇnica sa sredisˇtem Q polumjera k
dodiruje kruzˇnicu opisanu trokutu ADE .
Benjamin Kadic´ (2),















Rjesˇenje. Koristimo poznatu formulu za
kosinus trostrukog kuta









































































































































































































Oliver Kukas (3), Zabok

























Rjesˇenje. Koristimo matematicˇku indukciju.










, sˇto je tocˇno.
Pretpostavka. Neka vrijedi tvrdnja za neki



















































































Oliver Kukas (3), Zabok
3664. Dva stosˇca imaju koncentricˇne baze
i zajednicˇku visinu h. Razlika kutova izme -du
izvodnica i osi stosˇca jednaka je β , a kut
izme -du izvodnice unutarnjeg stosˇca i ravnine
baze je α . Odredi volumen prostora izme -du
bocˇnih ploha stozˇaca.
Rjesˇenje. Uz oznake kao na slici je
<)OVB = 90◦ − α,
<)OVD = 90◦ − (α − β)
i stavimo |OB| = r i |OD| = R .
Iz VOB i VOD je
















pa je trazˇeni volumen jednak
V = V1 − V2 = h
3
3









ctg α ± ctg β = ± sin(α ± β)






· sin(2α − β) · sin β
sin2 α · sin2(α − β)π.
Oliver Kukas (3), Zabok
  
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Rjesˇenje zadatka iz MFL 2018./2019. na str.
43.
Dokazˇi da sustav jednadzˇbi




nema nijedno rjesˇenje u skupu pozitivnih cijelih
brojeva.
Rjesˇenje. Pretpostavimo da sustav ima
rjesˇenje x , y , z ∈ N . Imamo
z4 = (x + y)2  4xy = 4
3
(z4 − z)
odakle je 4z  z4 . Kako je z > 0 slijedi
z3  4. Jedina moguc´nost je z = 1, no tada je
xy = 0, sˇto nije moguc´e prema uvjetu zadatka.
Time smo dokazali tvrdnju zadatka.
Oliver Kukas (3), Zabok
D) Rjesˇenja iz fizike
OSˇ – 442. Bungee jumping skakacˇ mase
90 kilograma skacˇe s mosta visokog 50 metara.
Duljina uzˇeta za skok se prilago -dava tezˇini
svakog skakacˇa. Uzˇe je elasticˇno i zaustavlja
skakacˇa na visini 2 metra od vode. Njegova
je konstanta elasticˇnosti 30 N/m. Koliko je to
uzˇe dugacˇko u neopterec´enom stanju?
Rjesˇenje.
m = 90 kg
h1 = 50 m
h′ = 2 m
k = 30 N/m
l0 =?
F = G = m · g = 90 kg · 10 N
kg
= 900 N
l0 + Δl = h1 − h′ = 48 m
l0 = 48 m− Δl
Δl = F
k
l0 = 48 m− FΔl = 48 m−
900 N
30 N/m
= 48 m− 30 m = 18 m.
Elena Mavretic´ (8),
OSˇ Mate Lovraka, Zagreb
OSˇ – 443. Ucˇenik je vukao drveni kvadar
mase 300 grama silom od 0.9 njutna. Kad je
na njega zavezao kvadar iste mase utvrdio je
da tako spojene kvadre mozˇe vuc´i silom od
2.3 njutna. Koliko iznosi koeficijent trenja za
prvi, a koliko za drugi kvadar?
Rjesˇenje.
m1 = m2 = 300 g = 0.3 kg
F1 = 0.9 N





G1 = G2 = G
















OSˇ – 444. Verona Rupes je najvisˇa litica
u Suncˇevom sustavu i nalazi se na Uranovom
mjesecu Mirandi. Visoka je oko 20 kilometara.
Pad s nje bi trajao 11.86 minuta jer je ubrzanje
sile tezˇe na Mirandi jako maleno. S koje bi
visine na Zemlji tijelo trebalo pasti da u tlo
udari istom brzinom koju bi imalo da padne s
vrha litice Verona Rupes?
Rjesˇenje.
hM = 20 km = s = 20 000 m






2 · 20 000 m
(711.6 s)2
= 0.079 m/s2
vM = aM · tM = 0.079 m/s2 · 711.6 s
















OSˇ Mate Lovraka, Zagreb
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OSˇ – 445. Vaza u obliku kvadra je
napravljena od stakla. Baza joj je kvadrat
kojemu je stranica dugacˇka 10, a visina
30 centimetara. Debljina baze je 1 centimetar,
a bocˇne su strane dvostruko tanje. Kolika je
masa vaze? Gustoc´a stakla je 2500 kg/m3 .
Rjesˇenje.
a = 10 cm
h = 30 cm
a′ = 9 cm
h′ = 29 cm
ρ = 2500 kg/ m3 = 2.5 g/cm3
m =?
m = ρ · V
V = Vvanjski−Vunutarnji = a · a · h−a′ · a′ · h′
= 10 cm·10 cm·30 cm−9 cm·9 cm·29 cm
= 3000 cm3 − 2349 cm3 = 651 cm3




1679. Na kojoj visini znad povrsˇine Zemlje
treba kruzˇiti satelit ako zˇelimo da mu ophodno
vrijeme iznosi tocˇno dva sata? Uzmimo da
je Zemlja kugla radijusa 6371 km i mase
6 · 1024 kg .
Rjesˇenje. Omjer kuba radijusa kruzˇenja i
kvadrata ophodnog vremena ovisi samo o masi







Uvrsˇtavanjem T = 7200 s , G = 6674 ·






= 8 071 376 m.
Odatle je visina kruzˇenja h = r − RZ =
8 071 376 − 6 371 000 = 1 700 376 m, dakle
satelit treba kruzˇiti na visini 1700 km nad
povrsˇinom Zemlje.
Borna Cesarec (1),
Srednja sˇkola Krapina, Krapina
1680. Homogena kugla radijusa R pluta na
povrsˇini tekuc´ine, tako da je u ravnotezˇi kad je
polovina volumena kugle uronjena u tekuc´inu.
Odredi period malih oscilacija, gore-dolje oko
polozˇaja ravnotezˇe.
Rjesˇenje. Kako je kugla do pola uronjena
u vodu, povrsˇina presjeka vodene linije je
R2π . Zamislimo da kuglu uronimo za Δx
dublje u vodu, dodatan uzgon c´e iznositi
ΔF = −ρvR2πΔx · g. Minus oznacˇava smjer
suprotan od pomaka Δx , pa je sila oblika











Masu kugle odre -duje uvjet da je do pola
uronjena u vodu dok je u ravnotezˇi:
m = ρv · 2
3
R3π,






1681. Element lutecij (Lu), me -du najrje -dim
elementima u prirodi, sadrzˇi dva izotopa,
97.41 % 175 Lu i 2.59 % 176 Lu. Tezˇi izotop
je radioaktivan, s vremenom poluraspada
38 milijardi godina. Odredi koliko c´e se
raspada dogoditi u uzorku s 5 grama lutecija
u intervalu od 10 sekundi.




. Od toga uzmemo 2.59 % i
pomnozˇimo s Avogadrovim brojem da bi dobili
broj radioaktivnih atoma:
N = NA · 0.0259 · 5175 = 4.456 · 10
20 atoma.






4.456 · 1020 · 0.69315
38 · 109 · 365.25 · 24 · 3600
= 257.6 Bq.
U intervalu 10 sekundi dogodit c´e se prosjecˇno




ΔN = 2576 ± 50 raspada.
Ur.
Matematicˇko-fizicˇki list, LXIX 3 (2018. – 2019.) 203
1682. Halleyev komet giba se po vrlo
izduzˇenoj elipsi oko Sunca. U perihelu,
najblizˇoj tocˇki Suncu, udaljenost je 0.586 a.j.
(astronomska jedinica), a u ahelu, suprotnoj
tocˇki putanje, 35.082 a.j. Koristec´i cˇinjenicu
da je ophodno vrijeme Zemlje oko Sunca
definicija godine, a a.j. definirana kao srednja
udaljenost Zemlje od Sunca, odredi period
Halleyevog kometa (u godinama), te njegovu
brzinu (u odnosu na Sunce) u perihelu i ahelu.
Rjesˇenje. Dvije zadane krajnje udaljenosti
od Sunca nam odre -duju duljinu velike poluosi









Iz duljine poluosi lako izracˇunamo ophodno
vrijeme u godinama
T = a3/2 = 75.314 godina,









1−ε =11.512 a.j./god=54 572.4 m/s,






Kao provjeru iskoristimo drugi Keplerov zakon
i uvrsˇtavanjem se uvjerimo da je
r+v− = r−v+.
Ur.
1683. Odredi indeks loma stakla od kojeg je
nacˇinjena plankonveksna lec´a kojoj je zˇarisˇna
daljina 82 % vec´a od radijusa zakrivljenosti.








u koji uvrstimo uvjet zadatka f = 1.82R .
Dobit c´emo








1684. Odredi broj atoma u kovanici od
dvije kune. Kovanica tezˇi 6.2 grama, a sastav
slitine je 65 % bakar, 23.2 % nikal i 11.8 %
cink (maseni omjer).
Rjesˇenje. Odredimo mnozˇinu sva tri ele-
















Ukupan broj atoma dobijemo tako da zbrojimo
mnozˇine tvari i pomnozˇimo s Avogadrovim
brojem:
N = n · NA = 0.099115 · 6.022 · 1023
= 5.9687 · 1022 atoma.
Ur.
1685. Od stakla gustoc´e 2500 kg/m3
nacˇinjena je sˇuplja kugla debljine stakla 1 cm,
vanjskog promjera 20 cm. Kolika je povrsˇina
presjeka s vodenom plohom, ako kugla pluta
na morskoj vodi, gustoc´e 1030 kg/m3 ? Masu
zraka zanemarujemo.
Rjesˇenje. Dok kugla pluta na vodi, tezˇina
stakla je uravnotezˇena uzgonom istisnutog
volumena vode, V .
m = ρstakla · 43π(10
3 − 93) = 2.8379 kg.





Volumen sfernog odsjecˇka (kalote) mozˇemo






Odatle je h = 3.129 cm, pa za presjek s
vodenom plohom dobivamo krug radijusa
r =
q
R2 − (R− h)2 = 7.2656 cm.
Povrsˇina kruga je
S = r2π = 165.8 cm2.
Ur.
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